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CLASSES D'HOMOTOPIE DE CHAMPS DE VECTEURS
MORSE-SMALE SANS SINGULARITÉ SUR LES FIBRÉS
DE SEIFERT
EMMANUEL DUFRAINE
Résumé. Nous onsidérons les appliations d'une variété de dimension
trois, ompate, orientable et sans bord dans la sphère S
2
. Nous don-
nons un ritère permettant de déider si deux appliations données sont
homotopes, en fontion de l'ensemble des points où les appliations sont
égales et elui où elles sont opposées. Nous étendons es résultats aux
hamps de veteurs non-singuliers et aux hamps de plans o-orientés sur
les variétés de dimension trois. Finalement, nous appliquons e ritère à
l'étude des hampsMorse-Smale non-singuliers sur les variétés de Seifert.
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English summary
The rst result of this artile is a riterion for the existene of a homotopy
between two smooth maps from a losed orientable 3-manifold to the 2-
sphere. Let f : M → S2 be suh a map, we put c = [f−1(y)]H1(M,Z) (for y
a regular value) and we reall that the maximal (free) divisor of c is 0 if c
is a torsion element, otherwise it is the largest non zero integer p suh that
c = pg with g ∈ H1(M,Z).
If g is an other map from M to S2, we pose
C+(f, g) = {x ∈M, f(x) = g(x)} and
C−(f, g) = {x ∈M, f(x) = −g(x)}.
Up to a small perturbation of f and g, C+ and C− are oriented embedded
links in M .
Lemma 1. For f and g two maps from M to S2, we have
[C+(f, g)]H1(M) = cf − cg = [C−(f, g)]H1(M) (up to sign).
So, if [C−(f, g)]H1(M) = 0, we also have [C+(f, g)]H1(M) = 0 and the
linking number between C+ and C− is well-dened. Our riterion is given
by the next proposition.
Proposition 1. Two maps f and g from M to S2 are homotopi if and only
if
• [C−(f, g)]H1(M) = 0, whih implies cf = cg ; and, with p the maximal
divisor of cf and cg,
• Link(C+(f, g), C−(f, g)) = 0 modulo 2p.
One of the main interests of this result is that it extends diretly to non-
singular vetor elds on M . If X and Y are two non-singular vetor elds
on M , we take
C+(X,Y ) = {x ∈M, X(x) = λY (x), λ > 0} and
C−(X,Y ) = {x ∈M, X(x) = λY (x), λ < 0}.
As before, up to a small perturbation, C+ and C− are oriented embedded
links in M . We denote by E(X) ∈ H1(M,Z) the Poinaré dual of the Euler
lass of X⊥. Proposition 1 gives :
Proposition 2. Two non-singular vetor eldsX and Y onM are homotopi
if and only if
• [C−(X,Y )]H1(M) = 0, whih implies E(X) = E(Y ) ; and, with p the
maximal divisor of E(X) and E(Y ),
• Link(C+(X,Y ), C−(X,Y )) = 0 modulo p.
We apply this result to the study of non-singular Morse-Smale vetor
elds, giving a new proof of the following theorem whih is a ombination of
results of Yano and Wilson [Yan85a, Yan85b, Wil77℄.
Theorem 1. For every Seifert manifold M3, there exists an integer n(M)
suh that every vetor eld onM is homotopi to a non-singular Morse-Smale
vetor eld with less than n(M) periodi orbits.
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1. Introdution
De nombreuses reherhes atuelles portent sur l'étude de hamps de 2-
plans ou de hamps de veteurs partout non nuls, tangents à une variété
de dimension trois (strutures de ontat, feuilletats, hamps de Morse-
Smale non-singuliers . . . voir en partiulier [CGH03, ET98, Hon98, Kup94,
Ma01℄). La lassiation de ertaines strutures partiulières (strutures de
ontat tendues par exemple) dans les diérentes lasses d'homotopie est
un sujet très atif atuellement. Le bré tangent d'une variété de dimension
trois, ompate, orientable est trivialisable ; si la trivialisation est xée, un
hamp de 2-plans o-orienté ou un hamp de veteurs non-singulier est alors
uniquement assoié à une appliation de M dans la sphère S2.
Nous donnons dans ette note un ritère géométrique pour déider si deux
appliations deM dans S2 sont homotopes ou non (Proposition 1.2). L'avan-
tage de e ritère est qu'il se généralise aux hamps de veteurs non-singuliers
(ou hamps de plans o-orientés) et qu'il ne dépend pas du hoix d'une triv-
ialisation du bré tangent de la variété.
Nous utilisons e ritère pour redémontrer de manière élémentaire (sans
utiliser les déompositions en anses rondes d'Asimov et Morgan) le résul-
tat suivant, onséquene des travaux de Yano [Yan85a, Yan85b℄ et de Wil-
son [Wil77℄ :
Théorème 1.1. Pour haque variété de Seifert M3, il existe un nombre
n(M) tel que tout hamp de veteurs non-singulier sur M est homotope à un
hamp de Morse-Smale non-singulier ayant au plus n(M) orbites périodiques.
Les hamps de veteurs Morse-Smale non-singuliers sur les variétés de di-
mension trois admettent beauoup de propriétés intéressantes, malgré leur
apparente simpliité. On pourra en partiulier se reporter aux artiles de
Franks et Wada [Fra78, Wad89℄ onernant la topologie des orbites péri-
odiques des hamps de la sphère S3. Les bifurations des entrelas d'orbites
périodiques ont été étudiées dans [CMAV97℄. Enn des liens étonnants ont
été mis en évidene ave les hamiltoniens intégrables dans [CMAN98℄.
Le Théorème 1.1 montre en partiulier que l'on peut toujours simplier
par une homotopie n'importe quelle dynamique sur une variété de Seifert. On
voit aussi que le nombre d'orbites périodiques d'un hamp de Morse-Smale
non-singulier, que l'on peut interpréter omme une mesure de omplexité
pour es hamps, n'est pas relié à sa lasse d'homotopie.
Dans [Ma01, 6℄, MaKay propose d'étudier l'inuene de la géométrie de
la variété (au sens de Thurston) sur l'existene de dynamique ompliquée, à
homotopie près (il emploie le terme isotopy pour l'homotopie de hamps non-
singuliers). En partiulier, il rappelle que l'on peut rendre périodique, par
une homotopie, le ot géodésique sur une surfae. Le Théorème 1.1 entraîne
l'existene d'une homotopie du ot géodésique vers un Morse-Smale non-
singulier.
Le ritère d'homotopie et le proessus de onstrution de hamps de
Morse-Smale présentés ii sont des généralisation de [Duf03℄ où nous menions
ette étude sur la sphère S3. Nous espérons que les tehniques employées ii
pourront être utilisées dans d'autres situations.
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1.1. Critère d'homotopie pour les appliations. On onsidère M une
variété de dimension trois, ompate, orientable, sans bord et nous nous
intéressons aux appliations lisses de M dans la sphère S2, à homotopie
près.
Si la variété de départ est la sphère S3 (ou une sphère d'homologie), Hopf
assoie à une appliation f un nombre, H(f), en alulant l'enlaement entre
deux images réiproques de valeurs régulières de f . Ce nombre ne dépend
pas du hoix des valeurs régulières et est invariant à homotopie de f près. De
plus, il lassie es appliations à homotopie près (.f [Mil97℄ par exemple).
Plus généralement, si f est une appliation de M dans S2, l'image ré-
iproque d'une valeur régulière y est une sous-variété orientée de odimen-
sion 2 de M . Le hoix d'une base du plan tangent à S2 au point y permet
de trivialiser le bré normal de f−1(y), on dit que ette sous-variété assoiée
à f est framée. Dans [Pon41, Pon59℄ (voir aussi [Mil97, 7℄), Pontryagin
montre que la variété framée assoiée à f ne dépend pas, à obordisme framé
près, du hoix de la valeur régulière ou du hoix de la base du plan tangent
à S2. Sa lasse de obordisme framé est indépendante de f dans sa lasse
d'homotopie et les lasses de obordisme framé des entrelas framés d'une
variété de dimension trois sont en bijetion, par ette assoiation, ave les
lasses d'homotopie des appliations dans S2.
L'existene d'une homologie entre deux entrelas d'une variété de dimen-
sion trois étant équivalente à l'existene d'un obordisme entre es entrelas,
on assoie don à une appliation f une lasse aratéristique, cf , dans
H1(M,Z) qui est la lasse d'homologie de f
−1(y) pour y une valeur régulière.
Cette lasse aratéristique ne dépend pas du hoix de y et est invariante si
on hange f par une homotopie. D'après le résultat de Pontryagin, il reste
don à omprendre la partie framing pour aratériser la lasse d'homo-
topie de f . Pour ela, nous rappelons qu'un élément τ de H1(M,Z) est de
torsion s'il existe un entier k non nul tel que kτ = 0.
Dénition 1.2. Le diviseur maximal (libre) d'une lasse d'homologie c de
H1(M,Z) est
 le plus grand entier non nul p vériant c = pg pour g dans H1(M,Z) si
c n'est pas de torsion,
 nul si c est de torsion.
Un élément dont le diviseur maximal est égal à 1 est appelé générateur ou
élément primitif.
Pontryagin montre dans [Pon41, 4℄ la proposition suivante (voir
aussi [BP97, Theorem 6.2.7℄, [Gom98, Proposition 4.1℄ et [Kup96, Propo-
sition 2.1℄ pour des preuves plus modernes).
Proposition 1.1. La lasse d'homotopie d'une appliation f de M dans S2
est dérite par sa lasse aratéristique cf dans H1(M,Z) et un degré de
Hopf d dans un espae ane Z2pf où pf est le diviseur maximal de cf .
Nous expliquons plus préisément ette desription à la setion 2.
Le problème de ette desription est qu'il n'y a pas de manière anonique
d'identier l'espae ane Z2pf ave Z2pf (voir l'exemple au 3.3). On peut
montrer qu'une telle identiation existe si cf est nulle ou de torsion ; en
partiulier, on retrouve l'invariant de Hopf dans Z si M = S3 (.f. [Pon41℄).
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Dans [Kup96℄, Kuperberg remarque après la preuve de la Proposition 2.2,
que si l'on ompare deux appliations f et g ayant même lasse aratéris-
tique c, la diérene des degrés de Hopf de f et g est un élément de Z2pf de
manière anonique.
Le premier objetif de ette note est de donner une preuve géométrique
de e fait. Pour ela, nous dénissons les ensembles
C+(f, g) = {x ∈M, f(x) = g(x)} et
C−(f, g) = {x ∈M, f(x) = −g(x)}.
On montre que C+ et C− sont, quitte à perturber f et g, des entrelas
orientés de M . Nous montrons alors :
Lemme 1.3. Pour f et g de M dans S2, on a
[C+(f, g)]H1(M) = cf − cg = [C−(f, g)]H1(M) (au signe près).
L'ambiguité du signe est levée par le hoix d'une orientation de S2 et de
M .
D'après le lemme préédent, si la lasse d'homologie de C−(f, g) est nulle,
elle de C+(f, g) l'est aussi ; l'enlaement entre C+ et C− est don bien déni
dans e as. On obtient alors le premier résultat de ette note :
Proposition 1.2. Deux appliations f et g de M dans S2 sont homotopes
si et seulement si
 [C−(f, g)]H1(M) = 0, e qui entraîne cf = cg ; et, en notant p le diviseur
maximal de cf et cg,
 Enl(C+(f, g), C−(f, g)) = 0 modulo 2p.
Si le diviseur p est inonnu, on a la ondition susante :
Corollaire 1.1. Étant données deux appliations f et g de M dans S2, si
[C−(f, g)]H1(M) = 0 et Enl(C+(f, g), C−(f, g)) = 0, f et g sont homotopes.
Remarque 1.4. On peut dénir une distane en lasses d'homotopies entre
deux appliations :
 la lasse d'homologie de C− donne la diérene en lasses d'homologie
entre les lasses aratéristiques ;
 Si la distane entre les lasses aratéristiques est nulle, l'enlaement
Enl(C+, C−) donne la distane, dans Z2p, en lasses d'homotopies ayant
la même lasse aratéristique entre les deux appliations.
1.2. Critère d'homotopie pour les hamps de veteurs. Si X et Y
sont deux hamps de veteurs non-singuliers sur M , on pose
C+(X,Y ) = {x ∈M, X(x) = λY (x), λ > 0} et
C−(X,Y ) = {x ∈M, X(x) = λY (x), λ < 0}.
Comme pour les appliations, le théorème de transversalité permet de
supposer (après une éventuelle petite perturbation de X et Y ) que C+ et
C− sont des entrelas orientés plongés dans M .
On note E(X) ∈ H1(M,Z) le dual de Poinaré de la lasse d'Euler de X
⊥
.
Pour les hamps de veteurs, la Proposition 1.2 donne le résultat :
Proposition 1.3. Deux hamps de veteurs non-singuliers X et Y sur M
sont homotopes si et seulement si
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 [C−(X,Y )]H1(M) = 0, e qui entraîne E(X) = E(Y ) ; et, en notant p le
diviseur maximal de E(X) et E(Y ),
 Enl(C+(X,Y ), C−(X,Y )) = 0 modulo p.
La Proposition 1.3 est une généralisation de [NR90, Proposition 1.1℄ (voir
aussi [Duf03, Lemma 23℄) où e résultat est prouvé dans le as de la sphère
S3.
Remarque 1.5. Pour les hamps de plans o-orientés (feuilletages, stru-
tures de ontat, feuilletats, . . .), il sut de remplaer C+ (resp. C−) par
l'ensemble des points où les deux hamps de plans oïnident ave la même
orientation (resp. orientation opposée) pour que la proposition préédente
soit valide.
1.3. Champs de veteurs Morse-Smale non-singuliers.
Dénition 1.6. Un hamp de veteurs X est de type Morse-Smale non-
singulier sur M si
 auun point de M n'est xé par le ot φ de X,
 l'ensemble non-errant de φ est réduit à un nombre ni d'orbites péri-
odiques hyperboliques et
 les variétés stables et instables des orbites périodiques s'intersetent
transversalement.
Asimov montre dans [Asi75℄ que sur toute variété de dimension supérieure
ou égale à quatre et de aratéristique d'Euler nulle, tout hamp de veteurs
non-singulier est homotope à un hamp de Morse-Smale non-singulier. Mor-
gan montre ensuite, [Mor79℄, que e résultat ne peut être vrai en dimen-
sion trois puisque beauoup de variétés n'admettent auun hamp de Morse-
Smale non-singulier. En généralisant la notion de déomposition en anses
rondes d'Asimov, il montre en eet que les seules variétés de dimension trois
orientables, à bord torique et premières pour la déomposition en somme
onnexe admettant des hamps Morse-Smale non-singuliers sont les variétés
graphées (reollement de variétés de Seifert le long de leurs bords).
Sur les variétés de dimension trois admettant des hamps Morse-Smale
non-singuliers, Yano donne dans [Yan85b℄ une aratérisations des lasses
d'homotopies admettant des hamps de Morse-Smale non-singuliers. En par-
tiulier, il montre que sur les variétés de Seifert, toute lasse d'homotopie
de hamps de veteurs admet un hamp Morse-Smale non-singulier. Sur la
sphère S3, il existe un hamp de veteurs Morse-Smale non-singulier ave
au plus 6 orbites périodiques dans haque lasse d'homotopie (voir [Wil77℄
et [Duf03℄). Yano en déduit l'existene d'un nombre n(M), tel qu'il existe
un hamp de type Morse-Smale ave au plus n(M) orbites périodiques dans
haque lasse d'homotopie de hamps de veteurs possible sur M .
L'idée de Yano est tout d'abord de montrer que s'il existe un hamp de
Morse-Smale ayant une lasse d'Euler donnée, alors toutes les lasses d'ho-
motopie ayant ette lasse d'Euler admettent un hamp de Morse-Smale.
Puis il montre, sur les variétés de Seifert, que l'on peut onstruire un hamp
de Morse-Smale ayant n'importe quelle lasse d'Euler.
Nous utilisons la même stratégie, mais quand Yano utilise la somme on-
nexe ave S3 pour réaliser la première étape, nous utilisons le ritère donné à
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la Proposition 1.3 pour onstruire les hamps de veteurs (Proposition 5.1).
En outre, nous n'utilisons pas la déomposition en anses rondes de la variété,
élément essentiel de la preuve de Yano. Enn, nous préisons les résultats
de [Yan85a℄, an de prouver l'existene du nombre n(M).
L'avantage de notre approhe est d'une part que nous onstruisons ex-
pliitement des hamps de veteurs Morse-Smale dans haque lasse d'homo-
topie ; d'autre part, les orbites périodiques des hamps de veteurs que nous
onstruisons ne sont pas homologues à zéro. En partiulier, es hamps sont
tous transverses à un feuilletage grâe à un résultat de Goodman ([Goo85℄,
voir aussi [Yan85℄). Cela nous amène à disuter d'une lassiation des en-
trelas essentiels (sans omposante homologue à zéro) similaire à elle de
Wada [Wad89℄ dans le as de la sphère (setion 5.5).
Remeriements : Je tiens à remerier Pierre Derbez pour son aide ho-
mologique et l'intérêt qu'il a porté à e travail. Je remerie aussi Max
Forester, Robert MaKay et Colin Rourke pour de nombreuses disussions
très motivantes ainsi que Daniel Lines pour son aide préieuse.
2. Entrelas framés et modèles de Pontryagin
Nous onsidérons M une variété de dimension trois, ompate et orientée.
Dénition 2.1. Un entrela L dans M est framé s'il est orienté et s'il existe
une trivialisation v du bré normal à L, ompatible ave l'orientation de M .
Deux entrelas framés (L, v) et (L˜, v˜) sont frame-obordants s'il existe une
surfae S, plongée dans M × I, telle que S renontre le bord de M × I
transversalement, ∂S = L×{0}∪−L˜×{1} et s'il existe V une trivialisation
du bré normal de S oïnidant ave v et −v˜ le long de L×{0} et de −L˜×{1}.
Remarque 2.2. Dans la dénition préédente, la surfae S est néessaire-
ment orientable.
La donnée d'une trivialisation du bré normal à un entrela L dans M
(resp. à une surfae (orientable) S dans M × I) est équivalente à la donnée
d'un hamp de veteurs non-singulier (tangent à M (resp. M × I)) normal
à L (resp. S).
Réiproquement, étant donnée une trivialisation v du bré normal de L
dans M (resp. d'une surfae S dans M × I), nous appellerons hamp de
veteurs onstant dans v un hamp de veteurs au voisinage de L (resp. S)
dont la restrition à L (resp. S) est envoyée sur une onstante par v.
2.1. Enlaement d'entrelas homologues à zéro. On onsidère K et L
deux entrelas disjoints et orientés, homologues à zéro dansM . Soit σK une 2-
haîne bordant K (σK existe ar K est homologue à zéro), σK est orientée de
sorte que l'orientation qu'elle induit sur son bord soit elle de K. On ompte
le nombre algébrique de points d'intersetion entre σK et L (génériquement,
ils s'intersetent transversalement) et on pose Enl(K,L) = σK ·L. Ce nombre
d'enlaement ne dépend pas du hoix de σK ar L est aussi homologue à zéro ;
on montre aussi que Enl(K,L) = Enl(L,K).
Soit K un n÷ud orienté de M3 et T une paramétrisation de son voisinage
tubulaire (i.e. un diéomorphisme T : D2×S1 →M tel que T (D2×S1) soit
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un voisinage de K = T ({0} ×S1)). L'image par T d'un erle {x}×S1 sera
appelée un 1-âble de K. Plus généralement :
Dénition 2.3. Un n-âble L (pour n un entier non nul) de K est un n÷ud
dans un voisinage tubulaire deK, tel que le nombre algébrique d'intersetions
de L ave un disque transverse à K soit égal à n.
Si K est homologue à zéro, on peut dénir plus préisément, pour p et q
deux entiers premiers entre eux (p non nul) :
Dénition 2.4. Un (p, q)-âble L de K est un p-âble de L tel que l'enlae-
ment entre L et K soit égal à q.
L'image d'un n÷ud (p′, q′) de ∂D2×S1 par une paramétrisation du voisi-
nage tubulaire de K donne un (p′, q′ + k)-âble de K. Comme K est homo-
logue à zéro, il existe une paramétrisation du voisinage tubulaire de sorte
que k soit nul.
Si γ est un entrela dans M et que v est une trivialisation de son bré
normal, on note vγ l'entrela obtenu en poussant γ le long d'un hamp de
veteurs onstant dans v.
Dénition 2.5. Pour γ un n÷ud homologue à zéro dans M , on note wn
une trivialisation de son bré normal telle que wnγ soit un (1, n)-âble de γ.
2.2. Classiation des entrelas framés. Soient (L, v) et (L˜, v˜) deux en-
trelas framés, tels que L et L˜ sont homologues ; on note c la lasse d'ho-
mologie de L et de L˜ et p son diviseur maximal.
Soit S ⊂M ×I un obordisme réalisant ette homologie, on suppose pour
l'instant que S est onnexe. SoitD un disque de S, il est faile de voir que l'on
peut trivialiser le bré normal de S \D en étendant v et −v˜, on note VS\D
une telle trivialisation. On onsidère un petit disque dans le omplément de
L ∪ L˜ dans M × {1}, on note γ son bord.
Il est faile de voir qu'il existe un entier n tel que (L, v) et (L˜
∐
γ, v˜
∐
wn)
sont frame-obordants, le obordisme étant obtenu en ollant un ylindre à
S le long de ∂D et en prolongeant VS\D à e ylindre (ette onstrution
peut être trouvée aussi dans [Gei03, 3.3.3℄, voir la gure 1).
Comme nous avons supposé S onnexe, e nombre n est indépendant du
hoix de D dans S. De plus, on a le lemme suivant.
Lemme 2.6. Le nombre n ne dépend pas du hoix de S ou de VS\D modulo
2p.
Démonstration. Notons n(S,V) le nombre obtenu ave S et VS\D pour D
un disque de S. Considérons S′ un autre obordisme entre L et L˜, pour D′
un disque de S′ et V′
S′\D′ une trivialisation du bré normal de S
′ \D′, nous
notons n(S′,V′) le nombre obtenu. Notre objetif est de prouver n(S,V) ≡
n(S′,V′) mod 2p.
 Soit V0 un hamp de veteurs, tangent à M × I, dénit sur S \ D,
onstant dans V. Le hamp de veteurs V0 est partout normal à S \D,
on le prolonge en un hamp X0 au voisinage de S \ D et on note S0
la surfae obtenue en poussant S \ D le long de X0 ; on note γ0 la
omposante de bord de S0 orrespondant à ∂D. On remarque que les
surfaes S \D et S0 ne s'intersetent jamais.
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ements
L ⊂M × {0}
S
D
γ
L˜ ⊂M × {1}
Fig. 1  La surfae S privée de D et son ylindre
Lemme 2.7. Il est possible de oller un disque à S0, le long de γ0, pour
obtenir une surfae S1 ayant un nombre d'intersetion ave S égal à
n(S,V).
Démonstration. Pour ela, il sut de remarquer que, par dénition de
n(S,V), on peut oller un ylindre C à S \ D le long de ∂D de sorte
que son autre bord γ soit dans M × {1} le bord d'un disque F . Nous
pouvons étendre V0 le long de e ylindre et ainsi, en poussant γ le long
de V0, on obtient un n÷ud s'enlaçant n(S,V) fois autour de γ.
La surfae S est homotope à l'union S = (S \D)∪C∪F , de même, la
surfae S0 est homotope à la surfae S0 obtenue en poussant (S \D)∪C
le long de V0. Les surfaes S et S0 se oupent exatement en n(S,V)
points, tous dans F . Il est maintenant faile de oller un disque à S0 ne
oupant pas S ailleurs qu'en es points. Nous obtenons ainsi la surfae
S1, en faisant une homotopie dans l'autre sens pour que S1 ne renontre
M × {0, 1} qu'en son bord, le nombre d'intersetion étant préservé par
homotopie, on obtient le lemme. 
 Nous reollons deux opies deM×I le long de leurs bords (en renversant
l'orientation d'une des opies) an d'obtenir la variété de dimension 4,
sans bord, M×S1. On reolle les surfaes S et −S′ le long de L×{0} et
L˜×{1} pour obtenir une surfae fermée Σ dans M × S1. De même, les
surfaes S1 et −S
′
1 onstruitent omme i-dessus se reollent le long des
1-âbles de L× {0} et L˜×{1} obtenus en poussant L× {0} et L˜×{1}
par des hamps de veteurs onstants dans les trivialisations v et v˜
respetivement. On obtient ainsi une surfae Σ1. En prenant garde aux
orientations, on voit que Σ et Σ1 s'intersetent en n(S,V) − n(S
′,V′)
points (au signe près).
 Nous terminons la preuve omme [BP97, Theorem 6.2.7℄ ou [Gom98,
Proposition 4.1℄. La lasse d'homologie (dans H2(M × S
1)) de Σ est la
même que elle de Σ1 et elle s'érit, d'après la formule de Künneth :
[Σ] = [a× S1] + [b× {w}]
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ave a un 1-yle de M et b un 2-yle de M . On voit failement que
[a] = c la lasse d'homologie de L et L˜.
Ainsi, [Σ] · [Σ1] = [a×S
1] · [a×S1] + 2[a×S1] · [b×{w}] + [b×{w}] ·
[b× {w}]. D'où
n(S,V)− n(S′,V′) = [Σ] · [Σ1] = 2c · [b]
ave le dernier produit dans H⋆(M).
On en déduit que si c est de torsion, 2c · [b] est de torsion dans
H3(M) = Z, e qui entraîne n(S,V) − n(S
′,V′) = 0. Si c n'est pas
de torsion, p divise c et n(S,V)− n(S′,V′) ≡ 0 mod 2p. 
Dénition 2.8. La diérene de degré de Hopf entre (L, v) et (L˜, v˜) est
l'élément de Z2p déni par n((L, v), (L˜, v˜)) = n(S,V) mod 2p pour S et V
omme i-dessus.
Le théorème de Hopf sur les appliations de S3 dans S2 peut se généraliser
pour obtenir :
Lemme 2.9. Deux n÷uds L et L˜ homologues à zéro dans M , dont le bré
normal est trivialisé par wn et wn˜ respetivement, sont frame-obordants si
et seulement si n = n˜. De plus, on a la formule n((L,wn), (L˜,wn˜)) = n− n˜,
au signe près.
On en déduit les deux résultats suivants. Le premier nous permet de dé-
duire que l'hypothèse S onnexe, dans la dénition 2.8 de la diérene de
degré de Hopf, ne restreint pas la portée de ette dénition.
Lemme 2.10. Si deux entrelas framés (L, v) et (L˜, v˜) sont frame-
obordants, on peut trivialiser le bré normal de tout obordisme S orientable
pour obtenir un obordisme framé dès que S est onnexe.
Lemme 2.11. Deux entrelas framés (L, v) et (L˜, v˜) sont frame-obordants
si et seulement si
 [L] = [L˜] et, en notant p le diviseur maximal de [L] = [L˜],
 n((L, v), (L˜, v˜)) ≡ 0 mod 2p.
Pontryagin montre que les lasses de obordisme framé d'entrelas framés
de M sont en bijetion ave les lasses d'homotopie des appliation de M
dans S2. En onséquene du Lemme 2.11 nous obtenons (voir 3.3 pour un
exemple) :
Théorème 2.12 ([Pon41℄, 4). La lasse d'homotopie de f : M → S2 est
aratérisée par :
 sa lasse aratéristique cf = [f
−1(y)]H1(M) et
 un degré de Hopf dans un Z2pf ane dans Z.
2.3. Modèles de Pontryagin. Soit c un élément de H1(M) et γ un n÷ud
réalisant ette lasse d'homologie. Nous onsidérons T (γ) un voisinage tubu-
laire de γ, identié ave S1 ×D2 par un diéomorphisme T .
Nous paramétrons le erle S1 par ω ∈ [0, 2π], le disque D2 ave les
oordonnées polaires usuelles (r, θ) ave r ∈ [0, 1] et θ ∈ R/2πZ. On identie
la sphère S2 privée du ple Sud (noté S) ave le disque D2, en envoyant le
ple Nord sur 0 et les méridiens sur les rayons {(r, θ0), r ∈ [0, 1[}.
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Pour n ∈ Z, on dénit l'appliation rajoutant n twists à droite aux
1-âbles de γ donnés par T  par
Pc,n : M → S
2
par
{
Pc,n ≡ S sur M \ T (γ)
Pc,n(T
−1(w, r, θ)) = T (w, r, nω + θ) sur T (γ).
On vérie failement que Pc,n est ontinue, les points de S
2 \{S} sont des
valeurs régulières et P−1c,n (N) = γ.
Théorème 2.13 (Constrution de Pontryagin). Toute appliation f de M
dans S2 telle que cf = c est homotope à un Pc,n.
De plus Pc,n est homotope à Pc,n′ si et seulement si n ≡ n
′ mod 2p, où p
est le diviseur maximal de c.
Remarque 2.14. Dans la onstrution préédente, l'utilisation des ples
Nord et Sud n'est pas essentielle, on peut onstruire un modèle ayant les
mêmes propriétés ave n'importe quelle paire de points distints de S2.
3. Comparaison d'appliations
On dénit C+(f, g) (resp. C−(f, g)) omme l'ensemble des points deM où
f = g (resp f = −g). Quitte à perturber légèrement f et g (e qui ne hange
pas les appliations à homotopie près), le théorème de transversalité nous
permet de supposer que C+(f, g) et C−(f, g) sont des sous-variétés plongées
dans M , de odimension 2.
En hoisissant une orientation sur M et sur S2, les entrelas C+(f, g) et
C−(f, g) héritent d'une orientation naturelle de la façon suivante : on as-
soie à f un plongement F : M →֒ M × S2 qui envoie le point x sur le
ouple (x, f(x)). On note π la projetion de M × S2 sur le premier fateur
M . Génériquement, les images F (M) et G(M) s'intersetent transversale-
ment dans M ×S2, le long d'une sous-variété de dimension 1, naturellement
orientée, qui est en bijetion via π ave C+(f, g). On peut tenir le même
raisonnement pour orienter C−(f, g) ave l'intersetion des images F (M) et
−G(M) = (M,−g(M)).
La lasse d'homologie (dans H1(M,Z)) de C+(f, g) et de C−(f, g) est
invariante si on modie f ou g par homotopie. D'autre part, C+(f, g) et
C−(f, g) ne s'intersetent jamais, on en déduit que la lasse d'homologie
de C+(f, g) (resp. de C−(f, g)) dans H1(M \ C−(f, g),Z) (resp. H1(M \
C+(f, g),Z)) est aussi invariante par homotopie des appliations f et g.
3.1. Première obstrution. Si f et g sont homotopes, il existe une appli-
ation f˜ , homotope à f , telle que C−(f˜ , g) = ∅ ; ainsi [C−(f, g)]H1(M) = 0
est une ondition néessaire pour que f et g soient homotopes.
3.1.1. Interprétation géométrique. L'interprétation de ette première ob-
strution est donnée par le Lemme 1.3 que nous rappelons ii.
Lemme 3.1. Pour f et g de M dans S2, on a
[C−(f, g)]H1(M) = cf − cg = [C+(f, g)]H1(M) (au signe près).
Démonstration. On onsidère y ∈ S2 une valeur régulière ommune à f , g
et −g. Comme y est valeur régulière de g, −y est valeur régulière de −g ;
on note γf = f
−1(y), γ−g = (−g)
−1(y) et β−g = (−g)
−1(−y), ils sont
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orientés omme images réiproques de y et −y par f et −g respetivement.
Remarquons que la lasse d'homologie de γ−g et de β−g est l'opposée de cg :
[γ−g] = [β−g] = c−g = −cg.
On peut supposer, en faisant une homotopie sur f et g, que γf et β−g sont
disjoints et que f ≡ −y sur le omplément d'un voisinage tubulaire de γf
et −g ≡ y sur le omplément d'un voisinage tubulaire de β−g. Cei entraîne
que C−(f, g) = γf ∪ β−g et que [C−(f, g)]H1(M) = cf + c−g = cf − cg.
De même, on peut modier f et g de sorte que ette fois f ≡ −y sur
le omplément d'un voisinage tubulaire de γf et −g ≡ −y sur le omplé-
ment d'un voisinage tubulaire de γ−g. On obtient C+(f, g) = γf ∪ γ−g, ainsi
[C+(f, g)]H1(M) = cf + c−g = cf − cg.
L'ambiguité sur le signe provient du hoix de l'orientation de M et de S2,
un hoix diérent hange l'orientation globale de C+ et C− ; par suite, il
hange le signe de leur lasse d'homologie. 
3.2. Seonde obstrution. Si M est la sphère S3, la première obstrution
est toujours nulle, on montre failement (en adaptant les résultats de [NR90,
Proposition 1.1℄ et [Duf03, Lemma 23℄) que deux appliations f et g sont
homotopes si et seulement si l'enlaement entre C+(f, g) et C−(f, g) est nul.
Supposons maintenant que la première obstrution à l'existene d'une
homotopie entre f et g est nulle ([C−(f, g)]H1(M) = 0) et de plus, sup-
posons que l'on onnait p, le diviseur maximal de cf = cg. En rappelant que
[C+(f, g)]H1(M) = [C−(f, g)]H1(M) (Lemme 3.1), nous montrons que dans le
as général :
Lemme 3.2. Les appliations f et g omme i-dessus sont homotopes si et
seulement si l'enlaement entre C+(f, g) et C−(f, g) est nul modulo 2p.
Démonstration. Considérons f et g telles que cf = cg ; soient γ1 et γ2 deux
n÷uds disjoints de M dont l'homologie est cf = cg et tels qu'il existe un
anneau A plongé dans M , tel que ∂A = γ1 ∪ γ2 (sans tenir ompte de
l'orientation). On onsidère U1, U2 des voisinages tubulaires de γ1 et γ2
respetivement (U1 et U2 sont disjoints), paramétrés de sorte que la trae
de A dans U1 (resp. U2) soit l'image de J × S
1
ave J un segment de D2.
En notant ⋆ un point de S2, distint des deux ples, la setion préédente
nous permet de onstruire deux modèles de Pontryagin Pk1 et Pk2 tels que
P−1k1 (N) = γ1, Pk1 |M\U1 ≡ S, P
−1
k2
(⋆) = γ2, Pk2 |M\U2 ≡ −⋆ et Pk1 est
homotope à f , Pk2 est homotope à g. Nous remarquons que pour tout point
y de S2, diérent de N et S, P−1k1 (y) renontre A en k1 points. Et pour tout
point y de S2, diérent de ⋆ et −⋆, P−1k2 (y) renontre A en k2 points.
Comme U1 et U2 sont disjoints, on montre failement que
C+(Pk1 , Pk2) = P
−1
k1
(⋆) ∪ P−1k2 (N) et
C−(Pk1 , Pk2) = P
−1
k1
(−⋆) ∪ P−1k2 (S).
De plus, omme cf = cg, le Lemme 1.3 implique que [C+] = [C−] = 0.
D'autre part, P−1k1 (⋆), P
−1
k2
(N), P−1k1 (−⋆) et P
−1
k2
(S), orientés omme images
réiproques de points de S2, sont homologues (et onnexes). Ainsi, C+ (resp.
C−) est orienté de sorte qu'ave l'orientation induite, la omposante P
−1
k1
(⋆)
est homologue à l'opposé de la omposante P−1k2 (N) (resp. la omposante
CHAMPS DE VECTEURS MORSE-SMALE SANS SINGULARITÉ 13
P−1k1 (−⋆) est homologue à l'opposé de la omposante P
−1
k2
(S)). Nous sup-
posons dorénavant que l'orientation induite par elle de C+ et elle de C−
sur P−1k1 (⋆) et P
−1
k1
(−⋆) oïnide ave l'orientation naturelle omme image
réiproque de Pk1 et que l'orientation de P
−1
k2
(N) et P−1k2 (S) est opposée à
elle obtenue via Pk2 .
On utilise l'anneau A, orienté, omme homologie de C+ à zéro pour al-
uler l'enlaement entre C+(Pk1 , Pk2) et C−(Pk1 , Pk2) pour en déduire :
Enl(C+(Pk1 , Pk2), C−(Pk1 , Pk2)) = k1 − k2.
D'après le Théorème de Pontryagin (Théorème 2.13), Pk1 et Pk2
sont homotopes si et seulement si k1 = k2 modulo 2p, don f et
g sont homotopes si et seulement si Enl(C+(Pk1 , Pk2), C−(Pk1 , Pk2)) =
Enl(C+(f, g), C−(f, g)) = 0 modulo 2p. Ce qui ahève la preuve du
lemme. 
Les lemmes 3.1 et 3.2 permettent de prouver la Proposition 1.2.
3.3. Exemple. Nous adaptons l'exemple de Pontryagin [Pon41, 4℄ pour
montrer l'utilité de notre ritère. On onsidère les appliations de S2 × S1
dans S2 ; le Théorème 2.13 assure l'existene de deux appliations distintes
à homotopie près ayant le générateur de H1(S
2 × S1) omme lasse ara-
téristique.
Une de es appliations est donnée par π : S2×S1 → S2 la projetion sur
le premier fateur. Soient p et q deux points diametralement opposés de S2,
sphère unité de R
3
, on note φα la rotation d'angle α et d'axe pq. Dans les
oordonnées polaires usuelles de l'espae (r, ω) (r ∈ [0,∞[ et ω ∈ S2), on
dénit la suite de diéomorphismes ϕn : R
3 → R3 par ϕn(r, ω) = (r, φnr(ω)).
On note enore ϕn la fatorisation de ϕn omme diéomorphisme de S
2×S1
(f. gure 2) et on remarque que ϕn est homotope à ϕm si et seulement si
n = m mod 2 (π1(SO(3)) = Z2 et ϕ1 dérit un générateur de e groupe).
Ainsi, f˜n = π ◦ ϕn : S
2 × S1 → S2 est homotope à π si et seulement si n est
pair ; π et f˜1 sont don les deux seules appliations, à homotopie près, ayant
le générateur de H1(M) omme lasse aratéristique.
Les appliations f˜n et π sont égales le long de deux erles orrespondants
à l'axe de rotation et le long d'une sphère. Cette situation n'est pas générique,
une petite perturbation de f˜n en fn = φε ◦ f˜n permet d'éliminer ette sphère.
Les appliations fn et π sont opposées le long de n erles parallèles
dans le plan z = 0. Le alul de l'orientation nous permet de onlure que
Enl(C+(fn, π), C−(fn, π)) = n (au signe près). En appliquant le Lemme 3.2,
on retrouve le résultat : fn est homotope à π si et seulement si n est pair.
4. Appliation aux hamps de veteurs non-singuliers
SiM est une variété de dimension trois ompate, sans bord et orientable,
son bré tangent TM est trivialisable (voir [MS74, Problem 12.B℄ par ex-
emple). En hoisissant une trivialisation τ : TM → M ×R3 on identie les
lasses d'homotopie des hamps de veteurs non-singuliers sur M (homo-
topie à travers les hamps non-singuliers) ave les lasses d'homotopie des
appliations de M dans S2. Cette remarque pose deux problèmes : a priori,
l'identiation dépend de la trivialisation hoisie ; de plus, la onstrution
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PSfrag replaements
x = ϕ1(x)
y
z
ϕ1(y)
ϕ1(z)
Fig. 2  Ation de ϕ1 sur S
2 × S1
expliite de trivialisations du bré tangent est en général un problème di-
ile. Les résultats de la setion préédente vont nous permettre de ontourner
en partie es deux problèmes.
Soit X un hamp de veteurs non-singulier sur M et τ une trivialisation
du bré tangent ; on note Xτ : M → S
2
l'appliation induite et cXτ la lasse
d'homologie de l'image réiproque d'une valeur régulière de Xτ .
Rappelons que la lasse d'Euler d'un hamp de plans o-orienté sur une
variété de dimension trois est l'obstrution (dans H2(M,Z)) à ompléter une
trivialisation de e hamp de plans du 1-squelette d'une triangularisation de
la variété au 2-squelette. Nous appelons aussi lasse d'Euler son dual de
Poinaré (dans H1(M,Z)) et nous dénissons la lasse d'Euler d'un hamp
de veteurs non-singulier, notée E(X), omme étant la lasse d'Euler du
hamp de plans orthogonal au hamp de veteurs, X⊥, pour une métrique
riemanienne quelonque.
Un résultat lassique de topologie algébrique nous permet de aluler la
lasse d'Euler de la façon suivante : une setion générique d'un hamp de
plans va ouper la setion nulle le long d'un entrela orienté, la lasse d'ho-
mologie de et entrela ne dépend pas du hoix de la setion générique, 'est
la lasse d'Euler du hamp de plans.
Le résultat suivant est onnu, an d'être omplet, nous inluons la preuve
de [BP97, Lemma 6.1.4℄.
Lemme 4.1. Pour toute trivialisation τ et tout hamp de veteurs X, on a
la formule
E(X) = 2cXτ .
Démonstration. Construisons une setion générique de X⊥, pour ela on
hoisit y sur S2 de sorte que y et −y soient des valeurs régulières de Xτ . On
dénit s : M → X⊥ par s(x) = τ−1(x,Xτ (x)∧y) (∧ représente ii le produit
vetoriel usuel de R
3
). Cette setion s'annule exatement quand Xτ (x) est
CHAMPS DE VECTEURS MORSE-SMALE SANS SINGULARITÉ 15
olinéaire à y, 'est-à-dire sur l'ensemble X−1τ (y)∪X
−1
τ (−y). L'homologie de
l'intersetion de ette setion ave la setion nulle est don égale à 2cXτ . 
Remarque 4.2.  La lasse d'Euler est invariante à homotopie près et
indépendante du hoix de la trivialisation du bré tangent ; e n'est
don pas le as de cXτ qui peut dépendre du hoix de la trivialisation
si H1(M,Z) ontient des éléments d'ordre 2.
 Le diviseur maximal de cXτ ne dépend pas du hoix de la trivialisation
ar 'est la moitié du diviseur maximal de E(X).
Dénition 4.3. Un hamp de veteurs X est omplétable si E(X) = 0.
Pour tout hamp de veteurs omplétable, il existe une trivialisation τX
telle que XτX soit une appliation onstante.
On retrouve failement un joli résultat de Gompf [Gom98, Corollary 4.10℄.
Lemme 4.4. Un hamp de veteurs X est omplétable si et seulement si X
est homotope à −X.
Démonstration. La première impliation est évidente. Si X est homotope à
−X, pour n'importe quelle trivialisation τ , cXτ = −c−Xτ = c−Xτ . Ainsi
2c−Xτ = 0 et 2cXτ = 0 ; don E(X) = 0. 
Soient X et Y deux hamps de veteurs non-singuliers sur M , on dénit
C+(X,Y ) = {x ∈ M, X(x) = λY (x) ave λ > 0} et C−(X,Y ) = {x ∈
M, X(x) = λY (x) ave λ < 0}. Comme onséquene des résultats de la
setion préédente, on obtient la proposition et le orollaire suivants qui
donnent des outils indépendants du hoix de la trivialisation :
Proposition 4.1. Deux hamps de veteurs non-singuliers X et Y sur M
sont homotopes si et seulement si
 [C−(X,Y )]H1(M) = 0, e qui entraîne l'égalité des diviseurs maximaux
des lasses d'Euler de X et Y (on note p et entier) et
 Enl(C+(X,Y ), C−(X,Y )) = 0 modulo p.
Corollaire 4.1. Étant donnés deux hamps de veteurs X et Y sur M ,
si [C−(X,Y )]H1(M) = 0 et Enl(C+(X,Y ), C−(X,Y )) = 0, X et Y sont
homotopes.
5. Champs de Morse-Smale sur les variétés de Seifert
5.1. Constrution initiale. On onsidère une variété de SeifertM3 de base
une surfae ompate S et de projetion p : M → S, on note xi pour i allant
de 1 à n les points de S où se projettent les bres singulières de p. Si Y0 est
un hamp de veteurs Morse-Smale sans orbite périodique sur S, tel que tout
xi soit une singularité de Y0 (de type puit ou soure), on hoisit une métrique
riemannienne sur M et on relève Y0 en un unique hamp de veteurs lisse,
X0, orthogonal aux bres de p. Le hamp X0 est nul le long de toutes les
bres se projettant sur des zéros de Y0. On note X1 le hamp de veteurs
unitaire, tangent aux bres et on pose X = X0+X1. Le hamp de veteur X
est un hamp de Morse-Smale non-singulier lisse sur M , dont la dynamique
se projette via p sur elle de Y0.
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Remarque 5.1. Quitte à rajouter des extrémas loaux (en partiulier aux
points xi), une petite perturbation du hamp de gradient d'une fontion de
Morse sur S permet de onstruire un hamp Y0 omme i-dessus (sans orbite
périodique).
5.2. Opération de Wada. Un entrela dans M est indexé si on attribue à
haque omposante un indie, 0, 1 ou 2. L'entrela des orbites périodiques
d'un hamp de Morse-Smale est naturellement indexé par la dimension de la
variété instable du point xe de l'appliation de premier retour sur un disque
transverse.
Dans [Wad89℄, Wada donne une aratérisation des entrelas indexés réal-
isables omme entrelas d'orbites périodiques de hamps de Morse-Smale non
singulier sur la sphère S3. Il dénit 6 opérations sur les entrelas indexés de
la sphère et un générateur : l'entrela de Hopf indexé par 0 et 2.
Nous nous intéressons plus partiulièrement ii à la inquième opération de
Wada qui onsiste à remplaer un voisinage tubulaire d'une orbite périodique
K, d'indie 0 ou 2, par un tore solide ontenant trois orbites périodiques
K1, K2 et K3. L'âme du tore est l'une de es orbites périodiques, K1, son
plongement dans M à don le même type de n÷ud que K. Les orbites K2 et
K3 sont des n-âbles parallèles de K1. L'orbite K2 est une selle et les indies
de K1 et K3 sont 0 ou 2 mais au moins l'un des deux doit avoir l'indie de
K. La suspension du diéomorphisme du disque dérit sur la gure 3 permet
d'obtenir une selle et un attrateur âblant l'attrateur de départ (entre du
disque).
Fig. 3  Une selle et deux attrateurs
Si le hamp initial est de type Morse-Smale, il en est de même du hamp
obtenu en appliquant la inquième opération de Wada.
Remarque 5.2. Le bré normal de l'orbite K n'est pas néessairement
trialisable de manière anonique (ontrairement au as de la sphère S3), on
ne peut don pas parler de (p, q)-âbles autour de K1 mais seulement de
n-âbles à priori (.f. 2.1).
5.3. Orbites périodiques sur la surfae de base. Si dans la onstru-
tion initiale ( 5.1), le hamp de Morse-Smale Y0 admet des orbites péri-
odiques sur S, le relevé X n'est pas néessairement Morse-Smale. Au-dessus
de haque orbite périodique, il laisse invariant un tore (ou une bouteille de
Klein) attratif ou répulsif suivant la nature de l'orbite périodique de Y0. On
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modie alors la dynamique sur e tore (resp. ette bouteille de Klein) de la
façon suivante. On ajoute 2 orbites périodiques, de pente (1, 0) si la bre de
Seifert représente (0, 1) sur le tore. Pour la dynamique sur le tore, une de
es orbites est attrative, l'autre est répulsive (gure 4). On peut plonger e
tore dans le tore épaissi voisinage du tore invariant de départ de sorte que
l'orbite répulsive du tore devient une selle pour X.
La onstrution sur les bouteilles de Klein (as où la surfae de base n'est
pas orientable) est similaire, on identie les tés vertiaux de la gure 4 par
un homéomorphisme renversant l'orientation vertiale.
Fig. 4  Dynamique sur les tores invariants
L'un des points essentiels de la preuve du Théorème 1.1 est la onstrution
de hamps de veteurs Y0 sur la surfae de base ayant des orbites périodiques
dont la lasse d'homologie est presrite. Si la surfae de base est orientable,
nous faisons les hoix suivants.
Lemme 5.3.  Tout élément primitif de H1(T
2,Z) peut être représenté
par une ourbe fermée simple, plongée dans T
2
.
 Si S = #gi=1T
2
, pour tout élément c de H1(S,Z), il existe λi pour i
allant de 1 à g tels que c =
∑g
i=1 λi[γi] où les [γi] sont des éléments
primitifs de H1(T
2,Z) et les γi sont deux à deux disjoints.
 Soit M une variété de Seifert au-dessus de S = #gi=1T
2
. Pour tout c de
H1(M,Z), il existe λi pour i allant de 1 à g, λ et αj pour j allant de 1
à n tels que
c =
g∑
i=1
λi[γi] + λ[F ] +
n∑
j=1
αj [Fj ]
où F est une bre générique, les Fj sont les bres singulières et les
projetions des γi sur S sont omme dans le point préédent.
Démonstration. Les n÷uds toriques (p, q) ave p et q premiers entre eux
représentent, par une ourbe fermée simple, les éléments primitifs de
H1(T
2,Z). Le seond point onsiste simplement à eetuer la somme on-
nexe des tores en dehors des γi.
Pour montrer le dernier point, nous remarquons que si l'on note M˜ la
variété obtenue en enlevant un voisinage tubulaire de haque bre singulière
et d'une bre régulière, l'inlusion de M˜ dans M induit un homomorphisme
surjetif de H1(M˜) dans H1(M). La bration de M˜ est triviale, par un abus
de notation, on pose γi le relevé dans M˜ de γi ⊂ F˜ (où F˜ est la surfae F
privée de n+ 1 points). 
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Nous laissons au leteur le soin d'adapter e lemme au as où la surfae
de base est non-orientable.
Remarque 5.4. Le nombre de termes dans l'expression de c au dernier
point du Lemme 5.3 ne dépend que de la variété de Seifert, il est inférieur
ou égal à g + n+ 1.
Étant donné un entrela sur la surfae S, il est faile de onstruire un
hamp de Morse-Smale Y0 sur S ayant et entrela inlu dans l'ensemble de
ses orbites périodiques attratives. En onséquene, on montre (en laissant
enore au leteur le soin de traiter le as des surfaes non-orientables) :
Lemme 5.5. Pour M une variété de Seifert, tout élément de H1(M,Z)
est réalisable par la lasse d'homologie d'un entrela d'orbites périodiques
attratives d'un hamp de Morse-Smale non-singulier sur M .
Démonstration. Érivons c ∈ H1(M,Z) omme la somme c =
∑g
i=1 λi[γi] +
λ[F ] +
∑n
j=1 αj[Fj ] ; on onstruit un hamp de veteurs Y0 sur la surfae de
base S ayant les projetions des γi (dans S\{xi}) omme orbites périodiques,
n+ 1 singularités de type puit aux points xi et x ∈ S \ {xi} ∪ γi.
On relève Y0 en un hamp de Morse-Smale non-singulier X˜ omme
préédemment. On applique la inquième opération de Wada aux orbites
attratives qui orrespondent aux γi ave le oeient λi (i.e. on obtient
des λi-âbles de γi), aux orbites qui orrespondent aux xj ave le oeient
αj et à l'orbite se projettant sur x, ave le oeient λ. On obtient ainsi
un hamp non-singulier X qui est Morse-Smale et qui admet un entrela
d'orbites périodiques attratives dont l'homologie est c. 
Remarque 5.6. D'après la remarque 5.4 et la preuve préédente, on déduit
qu'il existe un nombre n(M) tel que tout élément de H1(M,Z) est réalisable
par la lasse d'homologie d'un entrela d'orbites périodiques attratives d'un
hamp de Morse-Smale non-singulier sur M ayant au plus n(M) orbites
périodiques.
Remarque 5.7. En utilisant le résultat de Morgan [Mor79℄, on retrouve
un résultat de Yano [Yan85a℄ armant que tout élément de H1(M,Z), pour
M une variété de Seifert, est représenté par un entrela graphé (i.e. dont le
omplément est une variété graphée).
5.4. Preuve du Théorème 1.1. La preuve est divisée en deux étapes, dans
un premier temps, on onsidère M une variété de dimension trois, nous ne
supposons pas que M est une variété de Seifert.
Lemme 5.8. Si X est un hamp Morse-Smale non-singulier sur M et γ est
une orbite périodique attrative de X, il existe un hamp Morse-Smale non-
singulier Y oïnidant ave X sur le omplément d'un voisinage tubulaire de
γ et ayant −γ omme orbite périodique attrative.
Le Lemme 1.3 nous permet de montrer que, pour τ une trivialisation du
bré tangent de M , les hamps X et Y i-dessus vérient :
C−(X,Y ) = γ et ainsi cXτ = cYτ + [γ].
Rappelons que les hamps X tels que [C−(X0,X)] = 0 sont eux qui ont
même demi-lasse d'Euler que X0.
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PSfrag replaements
γ
−γ
Fig. 5  Changement de l'orientation d'une orbite attrative
Proposition 5.1. Si X0 est Morse-Smale, tout hamp de veteurs X tel que
[C−(X0,X)] = 0 est homotope à un hamp de veteurs Morse-Smale.
Démonstration. La preuve onsiste à onstruire un hamp Morse-Smale dans
haque lasse d'homotopie de hamps X telle que [C−(X0,X)] = 0.
Soit γ0 une orbite périodique attrative de X0, on applique la inquième
opération de Wada à γ0 pour obtenir X1 ayant une orbite périodique attra-
tive γ1 et une orbite selle de plus que X0 qui sont des 1-âbles de γ0. Les
orbites γ0 et γ1 sont don homotopes, on note A l'anneau (que l'on hoisit
plongé dans M) bordant γ0 ∪ γ1. Les hamps de veteurs X0 et X1 sont
homotopes.
Nous allons utiliser enore la inquième opération de Wada sur γ0 et γ1,
pour obtenir un hamp de veteurs possédant deux nouvelles orbites attra-
tives γ′0 et γ
′
1, âbles respetifs de γ0 et γ1. Cette fois, l'existene de l'anneau
A nous permet de dénir les invariants (p0, q0) et (p1, q1) des opérations de
âblage. Nous hoisissons es invariants omme suit : (p0 = 1, q0 = 0) et
(p1 = 1, q1 = λ) pour λ un entier non nul et on note X
λ
2 le hamp obtenu.
Enore une fois, Xλ2 est homotope à X0.
La dernière étape de la onstrution onsiste à hanger l'orientation de
γ0 et γ
′
1 en utilisant le Lemme 5.8 pour obtenir un hamp X
λ
3 . Une petite
perturbation à l'extérieur d'un voisinage tubulaire de γ0, γ1, γ
′
0 et γ
′
1 permet
d'obtenir :
C−(X0,X
λ
3 ) = γ0 ∪ γ
′
1 et
C+(X0,X
λ
3 ) = γ1 ∪ γ
′
0.
Les hamps de veteurs Morse-Smale étant struturellement stables
(.f. [PS70℄) Xλ3 est Morse-Smale malgré la perturbation.
On a alors
[C−(X0,X
λ
3 )] = 0 pour tout λ ; et
Enl(C+(X0,X
λ
3 ), C−(X0,X
λ
3 )) = λ.
La Proposition 1.3 permet de onlure que l'on a eetivement onstruit au
moins un hamp Morse-Smale dans haque lasse d'homotopie ayant même
demi-lasse d'Euler que X0. 
Pour la seonde étape de la preuve, nous onsidérons M une variété de
Seifert et nous onstruisons un hamp de veteurs Morse-Smale non-singulier
ayant une demi-lasse d'Euler donnée.
Étant donnée τ une trivialisation du bré tangent de M , on a :
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Lemme 5.9. Pour haque c dans H1(M,Z), il existe un hamp de Morse-
Smale X, ave moins de n(M) orbites périodiques, tel que cXτ = c.
Démonstration. Soit Y0 un hamp de Morse-Smale sur la surfae S, sans
orbite périodique et singulier aux points où les bres singulières se projettent.
On note X0 le hamp de veteurs sur M assoié à Y0 par la onstrution
initiale. Le hamp X0 est homotope au hamp de veteurs tangent aux bres
de M , on note e sa lasse aratéristique pour la trivialisation τ .
Soit c un élément de H1(M,Z), on note c
′ = e − c et on onsidère X ′
un hamp de veteurs Morse-Smale possédant un entrela Γ d'orbites péri-
odiques attratives dont l'homologie est c′. Un tel hamp, ave moins de
n(M) orbites périodiques, existe par le Lemme 5.5 et la remarque 5.6.
On applique alors le Lemme 5.8 à Γ pour obtenir un hamp de veteurs
X tel que C−(X
′,X) = Γ. Le Lemme 1.3 permet d'obtenir cXτ = e− [Γ] =
e− c′ = c. 
Le Théorème 1.1 est une onséquene du Lemme 5.9 et de la Proposi-
tion 5.1.
5.5. Disussion. On peut diviser les hamps Morse-Smale non-singuliers
d'une variété de dimension trois en trois atégories :
(1) les hamps dont auune orbite périodique n'est homologue à zéro ;
(2) les hamps ayant des orbites périodiques homologues à zéro mais
vériant la propriété d'enlaement de Goodman ([Goo85℄, voir
aussi [Yan85℄) : dès qu'une orbite périodique borde un disque, elui-
i renontre une autre orbite périodique ;
(3) les hamps ne vériant pas la propriété d'enlaement.
Dans haque lasse d'homotopie de hamps de veteurs sur une variété de
Seifert, nous avons onstruit une hamp de Morse-Smale appartenant à la
première atégorie. En partiulier, d'après [Goo85, Yan85℄, es hamps de
veteurs sont transverses à un feuilletage.
Question : Peut-on lassier à la Wada les entrelas indexés, sans om-
posante homologue à zéro, d'une variété de Seifert réalisables omme entrela
d'orbites périodiques d'un Morse-Smale ?
Question : Les autres entrelas réalisables sont-ils obtenus par somme
onnexe ave un entrela de Wada de S3 ?
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